Relationen

von David Vajda

1 Kartesisches Produkt und Relation

1.1 Kartesisches Produkt/Kreuzprodukt
Mengen, Kreuzprodukt, Kartesisches Produkt:

M x M = M?

M x M x M= M?
MXMXMXx---xM=M"
My x My x Mz x --- x M,

AxXxBx(Cx---xZ

geordnete Paare (z,y)

geordnetes Trippel (z,y,z)

geordnetes 10-Tupel (27, zo,..

geordnetes n-Tupel (z1,zo,..

- Tn)

-,1’10)

Kartesisches Produkt: Sei n € N,n > 2 und seien My, M>,

Mengen. Dann heifit die Menge der geordneten n-Tupel

My x My x -

--XMn:{(fEl,..

das kartesische Produkt der Mengen M7, Ms, ..

M = {1,2}
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M ={1,2,3}
(1,1,1), (1,1,2), (1,1,3),
(1,2,1), (1,2,2), (1,2,3),
(1,3,1), (1,3,2), (1,3,3),
(2,1,1), (2,1,2), (2,1,3),
MxMxM={ (2,2,1), (2,2,2), (2,2,3),
(27371)’ (2’372)7 (27373)’
(3,1,1), (3,1,2), (3,1,3),
(3,2,1), (3,2,2), (3,2,3),
(3,3,1), (3,3,2), (3,3,3),
M = {1,2}

M x M=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}

1.2 Relation,Abbildung,Operation

Seien My, Ms, ..., M, beliebige nichtleere Menge. Eine n-stellige Relation R
iiber My, ..., M, ist eine Teilmenge von My X --- X M,.

RQM1><M2

R C My x My x Mj
RCMXxXMXxX--+xM=M"

(171)7 (172)7 (173)7
RCMxM=<¢ (2,1), (2,2), (2,3), » ={(1,1),(2,2),(3,3)} =R
3. G2, 33
(LY, (1,2, (13, (14)
REM =0 a0 52 (o) (o), = {00.@2.6.9.6.0) =k
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4)
Ly, 1L2, (13), 0,49,
REMxM = (o Bl = (0,2),0,0), 2,2, 31, (33), (43)) = B
(4.1), (42), (43), (44

Sei R C Mj x M> eine zweistellige Relation. In der Regel wéihlen wir ein Symbol
wie z.B. = oder ~ zur Bezeichnung der Relation und schreiben x < y bzw. z ~ y
fir (z,y) € R.

Beispiele fiir Relationen:

e Abbildungen
e Vergleiche im gewohnten Sinne

e Operationen
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Vergleiche im gewohnten Sinne, x <y

(L1, (1,2), (1,3), (L,4),

L )] @D @2, 23, @)

B (37 ]‘)’ (33 2)7 (37 3)7 (37 4)’

(4,1), 4,2), (4,3), (4,4
Vergleiche im gewohnten Sinne, x =y
(L), (1,2), (1,3), (1,4),

R=dlon 63 G G, (©(000D09.00) -8
(4,1), 4,2), (4,3), (4,4
Operation z =z +y

(1,1,1), (1,1,2), (1,1,3),

(1,2,1), (1,2,2), (1,2,3),

(1,3,1), (1,3,2), (1,3,3),

(2,1,1), (2,1,2), (2,1,3),

R=< (2,2,1), (2,2,2), (2,2,3),

(2,3,1), (2,3,2), (2,3,3),

(3,1,1), (3,1,2), (3,1,3),

(3,2,1), (3,2,2), (3,2,3),

(3,3,1), (3,3,2), (3,3,3),

Operation z =z +y
Kartesisches Produkt N x N x N
Kartesisches Produkt R x R x R
e RCNxNxN

e RCRxRxR

e 2=2+yCNxNxN

e z=2+yCRXxRxR

Sei M eine nichtleere Menge und ~ eine Relation, die die folgenden Eigenschaf-
ten hat:

1. Fiir alle x € M gilt  ~ x. Reflexivitat
2. Fiir alle z,y € M gilt: Ist x ~ y und y ~ z so ist x = y. Antisymmetrie

3. Fir alle z,y, z gilt: + ~ y und y ~ z, so ist x ~ z. Transitivitét
Dann heifit ~ (partielle Ordnung).
Gilt zusétzlich

4. Fiir alle z,y € M gilt  ~ y oder y ~ z. Linearitét
so heist die Ordnung linear oder total

Sei M eine nichtleere Menge und ~ mit R. C M? eine Relation mit den Eigen-
schaften
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1. Fiir alle z € M gilt x ~ . Reflexivitit
2. Fiir alle z,y € M gilt: Ist  ~ y, so ist y ~ x. Symmetrie

3. Fir alle z,y,z € M gilt: Ist x ~ y und y ~ z, so ist x ~ z. Transitivitit
Dann heifit ~ eine Aquivalenzrelation

Anders ausgedriickt:
Sei M eine nichtleere Menge und R eine Relation (R C M x M), die die folgenden
Eigenschaften hat:

1. Fiir alle z € M gilt (z,z) € R. Reflexivitit

2. Fiir alle z,y € M gilt: Ist (x,y) € R und (y,z) € R so ist x = y. Anti-
symmetrie

3. Fiir alle z,y, z gilt: (z,y) € R und (y,2) € R, so ist (z,z) € R. Transiti-
vitat
Dann heifit R (partielle Ordnung).
Gilt zusétzlich

4. Fiir alle z,y € M gilt (x,y) € R oder (y,x) € R. Linearitét
so heist die Ordnung linear oder total

Sei M eine nichtleere Menge und R mit R C M? eine Relation mit den Eigen-
schaften

1. Fir alle z € M gilt (z,z) € R. Reflexivitét
2. Fiir alle x,y € M gilt: Ist (z,y) € R, so ist (y,z) € R. Symmetrie
3. Fir alle x,y,z € M gilt: Ist (z,y) € R und (y,2) € R, so ist (z,2) € R.
Transitivitat
Dann heiBt R eine Aquivalenzrelation
Duale Relation: Sei < eine zweistellige Relation, also R< = {(z,y) € M x N :
x =< y}. Dann heifit R- = {(z,y) € M x N : (z,y) € Rx} die zu R< duale

Relation. Es ist also y = x genau dann, wenn x <y
Abbildungen: Seien M und N nichtleere Menge.

1. Eine Abbildung f der Menge M in die Menge NN erhélt man durch eine
Zuordnung, die jedem Argument (Urbild) € M eindeutig sein Bild
f(z) zuordnet. M heifit der Definitionsbereich von f, die Menge { f(z) :
x € M} heifit Bild oder Bildbereich von M unter f.

2. Die Menge Gy = {(z, f(z)) : . € M} C M x N heiit Graph von f.
e Abbildungen
— Allgemein Abbildung

— Funktionen
* eindimensionale Funktionen f: R — R
* mehrdimensionale Funktionen
* Kurven
* Vektorfelder

Surjektivitit, Injektivitit, Bijektivitit
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2 Die natiirlichen Zahlen

Peanosche Axiome
1. 1ist in N.
2. Zu jedem n € N gibt es genau einen ,, Nachfolger“nx € N.
3. 1 ist kein Nachfolger.
4. Verschiedene natiirliche Zahlen haben verschiedene Nachfolger.

5. Vollstidndige Induktion: Enthélt eine Teilmenge M von N die 1 und
mit jedem nM auch nx, dann gilt M =N

3 Halbgruppen, Gruppen, Koérper

Halbgruppe: Eine Menge mit einer Operation, die dem Assoziativgesetz ge-
horcht. Eine Menge zum Beispiel die den natiirlichen Zahlen entspricht
und eine Operation, wie die Multiplikation.

Kommutative Halbgruppe: Eine Halbgruppe, wenn die Operation dem Kom-
mutativgesetz gehorcht, also wenn einerseits das Assoziativgesetz gilt und
andererseits das Kommutativgesetz

Monoid: Eine Halbgruppe, bei der es ein neutrales Element zu der Operation
gibt. Wie zum Beispiel 1 bei der Multiplikation.

Gruppe: Ein Monoid, bei der es zu der Operation ein inverses Element gibt.
Zum Beispiel ist —a das inverse Element zu a. Wenn wir —a zu a addieren,
erhalten wir 0 und 0 ist das neutrale Element der Addition ,,+“.

Korper: Eine Menge, auf die zwei Verkniipfungen + (Addition) und - (Multi-
plikation) definiert sind. Und bei denen gilt:

1. (R, +,0) ist eine kommutative Gruppe
2. (R,-,1) ist eine kommutative Gruppe, wobei gilt: 1 £ 0
3. Es gilt das Distributivgesetz, d.h. a- (b+¢)=a-b+a-c

4 linear geordneter Korper

lineare Ordnung, linear geordneter Korper: Sei M eine nichtleere Men-
ge. Auf M sei eine Relation ~ gegeben, d.h., ~ ist eine Teilmenge von
M x M. Gilt (z,y) €~, so schreiben wir

z ~y (lies: z vor y).

Die Relation ~ heifit Ordnung auf M und das Paar (M, ~) eine geord-
nete Menge, wenn fiir alle z,y € M folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. x ~ x (Reflexivitit)
2. (z~y) A (y ~x) =2 =y (Antisymmetrie)
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3. (z~y)A(y~z) =z ~y (Transitivitit)
Gilt tiberdies hinaus auch noch

4 (z~y)V(y~a)
so heilt ~ eine lineare Ordnung auf M und (M, ~) eine linear
geordnete Menge.

R als linear geordneter Korper: Es existiert eine lineare Ordnung < (,,klei-
ner oder gleich*) auf R, sodass (R, <) eine linear geordnete Menge mit
folgenden Eigenschaften ist:

1. Fir alle z,y,2 € Rgilt x <y = x4+ 2z < y + 2z (Vertriglichkeit der
Addition)

2. Fiir alle z,y,z € R gilt <y und 0 < z = zz < yz (Vertriglichkeit
der Multiplikation)

Fiir einen linear geordneten Kérper schreibt man (R, <)

5 Die reellen Zahlen

1. Korperaxiome
2. Ordnungsaxiome

3. Schnittaxiom bzw. dquivalente Axiome

1. Kérperaxiome:
(a) Kommutativgesetze: Es gilt a +b=b+a und a-b=b-a fiir alle
a,beR

(b) Assoziativgesetze: Es gilt a4+ (b+c¢) = (a+b) +cund a-(b-c) =
(a-b)-cfiralle a,b,ce R

(c) Distributivgesetz: Es gilt a- (b+¢) =a-b+a-cfiir alle a,b,c € R

(d) Existenz neutraler Elemente: Es gibt eine reelle Zahl 0 (,,Null“)
und eine davon verschiedene Zahl 1 (,,Eins“), sodass fir a € R gilt
a+0=aunda-1=a.

(e) Existenz inverser Elemente: Zu jeder reellen Zahl a gibt es eine
reelle Zahl —a, sodass a4+ (—a) = 0 ist. Ferner gibt es zu jeder reellen
Zahl a # 0 eine reelle Zahl a1, sodass a-a~! =1 ist.

2. Ordnungsaxiome:

(a) Trichotonomiegesetz: Fiir je zwei reelle Zahlen a, b gilt genau eine
der drei Beziehungen

a<bodera=>bodera>>b

(b) Transitivititsgesetz: Ist a < b und b < ¢, so folgt a < ¢

(¢c) Monotoniegesetze: Ist a < b, so gilt a + ¢ < b+ ¢ fiir alle ¢ € R
und es gilt ac < be fiir alle ¢ > 0. oder



Relationen von David Vajda

i. Vertriglichkeit der Addition, Translationsinvarianz: Fiir
alle a,b,ceRgilta<b=a+c<b+c

ii. Vertraglichkeit der Multiplikation, Dehnungsinvarianz:
Fiir alle a,b,ce Rgilt a <bA0O < c= ac < bc

Einen linear geordneten Korper kann man auch angeordneten
Korper nennen

3. Schnittaxiom oder Axiom der Ordnungsvollstindigkeit, oder Vollsténdig-
keitsaxiom, oder axiomatische Beschreibung von R:
D.h. das Intervallhalbierungsverfahren existiert, oder die v/2 oder #hnliche
existiert und so sind mit dem Intervallhalbierungsverfahren zum Beispiel
alle Wurzeln wie /2 (nur als ein Beispiel) zu finden, so dass die Reellen
Zahlen vollstéindig beschrieben sind, im Gegensatz den rationalen Zahlen,

bei denen es % gibt.

6 Intervallhalbierungsverfahren, ...

1. Dedekind’scher Schnitt: Eine Moglichkeit wire der Dedekind’sche
Schnitt.

2. Intervallhalbierungsverfahren:

a :=0; b := 2;
WHILE(TRUE) DO

c := (a+b)/2;

IF ¢c”2 < 2 THEN a := c;
ELSE b := c;

END; /*IFx*/

END. /*WHILE*/

3. Intervallhalbierungsverfahren, ...

#include <stdio.h>
#include <math.h>>

int main(void) {
double a, b, c, d;
int i;
int x[100];

c = 2;
d = 2;

for(i = 0; i < 100; i++) {

if(c*c < 2)
c=c+d;

else
c=c¢c-d;
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d = d/2;
¥
printf ("%1f\n", c);
getchar();
c = 4;
a = 0;
b = 2;
for(i = 0; 1 < 100; i++) {
c = (atb)/2;
if (cxc < 2)
a = c;
else
b =c;
}
printf ("%1f\n", c);
getchar();
a = 0;
b = 2;

for(i = 0; i < 100; i++) {

c = (a+b)/2;

if ((c*xc) < 2) {
x[i] = 1;
a=c;

}

else {
x[i] = 0;
b =c;

}

}

printf ("\n");
printf("%1f\n", <);

for(i = 0; i < 100; i++)
printf("%i", x[il);

printf ("\n");

0.5;
c =1;

for(i = 0; i < 100; i++) {
if (x[i])

c=c+d;
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printf ("%1f", c);

return O;

}



